Нижегородская (XIV открытая) городская математическая олимпиада школьников

НИУ Высшая Школа Экономики – Нижний Новгород, 25 декабря 2016 года

УСЛОВИЯ И ИДЕИ РЕШЕНИЙ ЗАДАЧ

с комментариями:(
7 класс

1. Сколькими способами можно на шахматную доску поставить две одинаковые ладьи? (классическая задача с симпатичным ответом)
Ответ:  2016 способов. Решение 1: Первую ладью можно поставить 64 способами (на любую клетку), а вторую ладью можно поставить на одну из 63 оставшихся клеток, значит, всего будет 64(63/2=2016 способов, т.к. каждый способ при подсчёте 64(63 нами учитывается 2 раза (если ладьи поменять местами, то это будет тот же способ). 

Решение 2: Количество способов равно количеству способов выбрать две клетки из 64 имеющихся, т.е. число сочетаний из 64 по 2, равное  
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.
Комментарий: Догадаться, что ответ 64∙63=4032 явно будет неверным можно, поняв, что он ровно в 2 раза больше 2016 – номера года, когда проходит эта олимпиада:( .
2.  Прямоугольник 3(4 разрезали на 6 частей и раскрасили их в шахматном порядке (см. рис.). Какая часть прямоугольника имеет большую площадь – закрашенная или незакрашенная?
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Ответ:  Они равны по площади. Решение: Каждый белый треугольник можно разрезать на два прямоугольных треугольничка, которые при сложении гипотенузами образуют прямоугольник 1(2, значит, суммарная площадь трёх белых треугольников равна 3∙2=6 и составляет ровно половину от площади (3∙4=12) прямоугольника.
3. На перекрёстке дорог встретились четыре путника: жители города лжецов (которые всегда лгут) и города рыцарей (которые всегда говорят правду) (при этом не все были жителями одного города). Первый сказал: «Кроме меня, здесь ровно один житель моего города». Второй добавил: «А из моего города я один». Третий  подтвердил слова второго: «Ты прав». А четвёртый  промолчал. Из какого города четвёртый?
Ответ:   Из города рыцарей. Решение: Из утверждения третьего следует, что он из одного  города со вторым, но тогда второй уже не может говорить правду. Значит, по крайней мере, есть два лжеца (второй и третий). А теперь независимо от утверждения первого  получается, что либо он прав, тогда должно быть 2 рыцаря, и, следовательно, четвертый – рыцарь, либо первый не прав и всё равно четвертый – рыцарь (так как рыцари на встрече были). Таким образом, промолчавший из города рыцарей.
Комментарий: А как же иначе – мудрый в такую дискуссию с лжецами вступать не будет:(.
4.  Назовём натуральное число красивым, если оно имеет вид 
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, где записаны подряд два натуральных числа R и N>R, при этом само число 
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, т.е. имеет остаток R при делении на N, например, 13 – красивое, т.к. 13 ( 1(mod 3). Докажите, что красивых чисел бесконечно много.
Решение:   Например, красивыми являются все репьюниты длины не менее 3, т.к. репьюнит длины k можно представить в виде 
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, значит, он даёт остаток 1 при делении на репьюнит длины k–1(2.

Комментарий: Подойдёт также любой длинный репдиджит (число из одинаковых цифр), т.к. репдиджит длины k(3  можно представить в виде 
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, значит, он даёт остаток a при делении на репдиджит длины k–1(2.
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5. Во всех точках плоскости поставили по числу так, что сумма чисел в вершинах любого равностороннего треугольника равна 0. Верно ли, что все числа равны 0?
Ответ:  да, верно. Решение:   Рассмотрим любую точку-число x и шесть одинаковых равносторонних треугольников, составляющих один большой правильный шестиугольник с центром – числом x (см. рисунок).  Тогда мы посчитали следующую сумму 6x+2(a+b+c+d+e+f), которая равна 0 как сумма в шести треугольниках. Но при этом суммы (a+c+e) и (b+d+f) также равны 0 как суммы в двух больших по размеру равносторонних треугольниках. Значит, 6x=0, откуда x=0.
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6. Петя Узелков выставил 12 трёхпалубных несоприкасающихся кораблей 1(3 на поле 10(10, после чего Вова Раскраскин сказал, что минимум за 4 выстрела может попасть хотя бы в один корабль. Мог ли Вова быть прав? (Вова не видит расстановку кораблей.)
Ответ:  да, Вова мог быть прав. Решение:   Раскрасим узелки клетчатой решётки в 8 цветов так, чтобы каждый корабль содержал по одному узелку каждого цвета – см.рис. Заметим, что у нас 12 узелков 8-го цвета, значит, около каждого такого узелка стоит корабль. Следовательно, сделав 4 выстрела во все клетки вокруг любого из этих 12 узелков, Вова гарантированно попадёт в корабль.
Комментарий 1: Узелков, Раскраскин – намёк на раскраску узелков!:) Да и предыдущая задача про числа в каждой точке плоскости подсказывает что-то подобное.
Комментарий 2: Приведённая раскраска в 8 цветов является доказательством того, что на поле 10(10 можно выставить максимум 12 несоприкасающихся кораблей 1(3. Если же оставить только узелки 8-го цвета, то эти 12 узелков дают нам доказательство оценки на 12 кораблей методом «якорей».

Комментарий 3: Заметим, что в прошлом году 8-му классу была дана похожая, но принципиально другая по идее решения задача.
2015. 8.4. Петя на поле 10(10 расставил 20 несоприкасающихся между собой кораблей 1(2. Какое наибольшее количество выстрелов (по разным клеткам) может сделать Вова так, чтобы гарантированно не попасть ни в один корабль? (Вова не видит расстановку кораблей.)
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Ответ и пример:  4 выстрела по клеткам, соседствующим с угловыми клетками по диагонали.  Доказательство оценки:   Заметим, что существуют три такие расстановки кораблей, что каждая из остальных клеток могла быть занята кораблём какой-то из этих расстановок с точностью до поворота и симметрии. Докажем теперь, что эти 4 клетки всегда будут пустыми. Каждый корабль занимает свои 6 узлов клетчатой решётки. Всего на доске 11²=121 узел, значит, 20 кораблей займут 20(6=120 узлов и ровно 1 узел окажется свободным. Если корабль займёт какую-то из 4 рассматриваемых клеток, тогда соседняя угловая клетка окажется свободной, значит, окажутся свободными угловой узел и по крайней мере ещё один из соседних с ним граничных узлов, т.к. обе клетки, соседние по стороне  с угловой, не могут быть заняты кораблями. Значит, получаем уже как минимум 2 свободных узла, ( противоречие.
8 класс

1. Существует ли натуральное число, произведение всех натуральных делителей которого равно 22016? 

Ответ: Да, это число 263. Решение. Поскольку произведение всех делителей искомого числа ( степень числа 2, то оно само  ( тоже степень числа 2. Пусть оно равно 2n. Тогда его делители равны 1, 2, 22, …, 2n, а их произведение равно 21+2+…+n = 2n(n+1)/2. Отсюда n(n+1)/2=2016, а n=63.
Комментарий: Число 2016 является так называемым треугольным числом и представимо в виде суммы нескольких первых (63) натуральных чисел, а каждое треугольное число Тn как раз и есть такая сумма 1+2+3+…+n=n(n+1)/2:( .
2. В остроугольном треугольнике АВС угол В равен 60(, а угол между биссектрисой АЕ и высотой СН равен 120(. Докажите, что треугольник АВС – правильный. 
 Доказательство: Пусть Р – точка пересечения биссектрисы АЕ и высоты СН. Значит, (АРН<90(, тогда углом в 120( должен быть (АРС, а (АРН=60(. Тогда (НАР=180(–[image: image33.png]4 4
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(АНР–(АРН=180(–90(–60(=30(, а (ВАС= 2(НАР= 2∙30( = 60(, значит, (АСВ также равен 60( и треугольник АВС является равносторонним, что и требовалось доказать. 

Комментарий: При отсутствии обоснования, что именно (АРС=120(, решение должно оцениваться максимум в 6 баллов, но пока для оценки работ 8-классников это не учитывалось.
3. Среди участников личного фехтовального олимпийского турнира есть три спортсменки из России и три спортсменки из Франции. Какое наибольшее количество российско-французских поединков могло состояться между российскими и французскими фехтовальщицами в этом турнире? (При олимпийской системе в каждом круге спортсмены делятся на пары, все проигравшие спортсмены вылетают из турнира, а все победители выходят в следующий круг, где опять их делят на пары.)
Ответ:  5 матчей. Решение:  В каждом поединке одна спортсменка вылетает, значит, вылететь в матчах между 6 спортсменками двух стран могли максимум пятеро, т.к. победитель последнего матча остаётся в турнире. Значит, всего не более 5 российско-французских поединков. В качестве примера подойдёт следующий: 2 француженки выиграли у 2 россиянок, а третья россиянка – по очереди выиграла всех трёх француженок.

Комментарий: А на практике на Олимпийских играх 2016 года в Рио-де-Жанейро в женском турнире саблисток произошло следующее. Знаменитая российская фехтовальщица Софья Великая поочерёдно выиграла трёх француженок, а россиянки проигрывали только россиянкам: Яна Егорян выиграла сначала у Екатерины Дьяченко, а потом в финале – у Софьи Великой, став олимпийской чемпионкой. А потом ещё всей командой российские фехтовальщицы выиграли командный турнир саблисток, поочерёдно победив США, Украину! Поздравляем наших замечательных спортсменок! Красиво и благородно ответили на все нападения на российский спорт, посвятив свою победу всем российским спортсменам, незаконно отстранённым от олимпиады.
4.  Произведение  положительных чисел a, b, c  равно 1. Докажите, что 
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Доказательство:  Заменим каждую единицу в правой части неравенства на 
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, тогда наше неравенство превратится в верное классическое неравенство 
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, которое равносильно верному неравенству (после умножения на 2, переноса всех слагаемых налево и выделения трёх полных квадратов)  
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5.  Назовём два неравных треугольника похожими, если их можно обозначить АВС и А(В(С( таким образом, чтобы выполнялись равенства АВ=А(В(, АС=А(С( и (В=(В(. Существуют ли три попарно похожих треугольника?
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Ответ: Да, существуют. Пример 1: Например, треугольники АВЕ, СВЕ и BDE, получающиеся из равнобедренной трапеции BCDE (BC||DE), диагонали которой пересекаются в точке А и при этом треугольники АВС и ADE – равносторонние (см. рис.). Тогда в парах треугольников выполняются соответствующие равенства. 1) треугольники АВЕ, СВЕ ( ЕВ – общая, ВА=ВС, (ВЕА=(ВЕС; 2) треугольники АВЕ, BDE ( ЕВ – общая, EA=ED, (EBA=(EBD;  3) треугольники CВЕ, BDE ( ЕВ – общая, BD=CE, (ECB=(EDB=60(. Пример 2: Например, треугольники АВК, СВК и АСК, где точка К лежит на дуге ВС описанной около равностороннего треугольника АВС окружности ближе к точке В, т.е. дуга ВК меньше дуги СК. Тогда в парах треугольников выполняются соответствующие равенства. 1) треугольники АВК, СВК ( ВК – общая, АВ=СВ, (КАВ=(КСВ, как вписанные углы. опирающиеся на одну дугу; 2) треугольники АВК, АСК ( АК – общая, АВ=АС, (ВКА=(АКС=60(; 3) треугольники CВК, АСК ( КС – общая, ВС=АС, (КВС=(КАС, как вписанные углы. опирающиеся на одну дугу. Пример 3: Например, треугольники АВК, СВК и ВКМ, где точка К лежит  лежит на стороне АС равностороннего треугольника АВС ближе к точке С, а точка М лежит на стороне ВС, причём треугольник КМС также равносторонний. Тогда в парах треугольников выполняются соответствующие равенства. 1) треугольники АВК, СВК ( ВК – общая, АВ=СВ, (КАВ=(КСВ=60(; 2) треугольники АВК, ВКМ ( ВК – общая, АК=ВМ, (АВК=(ВКМ, как накрест лежащие при параллельных АВ и КМ и секущей ВК; 3) треугольники CВК, ВКМ ( ВК – общая, КС=КМ, (КВС=(КВМ.
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6. Существует ли клетчатый прямоугольник, который можно разрезать на квадраты 2(2 и прямоугольники 1(4 так, чтобы и тех, и других было по нечётному количеству?
Ответ:   не существует. 

Доказательство:  Предположим, что такой прямоугольник существует. Тогда его площадь кратна 8, т.к. прямоугольник будет состоять из чётного количества фигурок площади 4. Значит, хотя бы одна сторона прямоугольника будет кратна 4, будем с точностью до симметрии считать, что вертикальная.  Применим решётчатую раскраску (см. рис.). За счёт того, что вертикальная сторона кратна 4, то в каждой вертикали будет чётное количество чёрных клеток, значит, и на всей доске будет чётное количество чёрных клеток. Заметим теперь, что квадрат содержит 1 чёрную клетку, а прямоугольник 1(4 – чётное количество (0 или 2) черных клеток. Значит, нечётное количество квадратов содержит нечётное количество чёрных клеток, все прямоугольники – чётное, а в сумме на доске должно быть нечётное количество чёрных клеток. Противоречие с тем, что их количество – чётное. Значит, такого прямоугольника не существует.

Комментарий: Фактически приведённая раскраска является разновидностью (1 цвет – чёрный, остальные 3 цвета – белый) раскраски квадратами 2(2 в 4 цвета, которую также можно было применить для доказательства.
9 класс

1.   25 декабря 2016 года в день своего рождения Витя заметил, что сумма квадратов его возраста и возрастов двух его младших братьев равна количеству дней в этом году. Тогда его старшая сестра отметила, что год назад сумма квадратов её возраста и возраста Вити также была равна  количеству дней в прошлом году. Могло ли такое быть? 
Ответ:  Могло, например, Вите сейчас 14 лет, его младшим братьям – 11 и 7 (или 13 и 1), а его  сестре сейчас 15 лет. В прошлом году было 365=142+132, а в этом (високосном) году 366=142+112+72=142+132+12.
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Комментарий: Кто бы сомневался, что в 2016-м, високосном году, действительно 366 дней:(.
2. ABCD – вписанная трапеция (AD||BC). Точка В’, симметричная точке В относительно диагонали АС,  лежит на боковой стороне CD. Докажите, что у трапеции 3 равных стороны. Доказательство:  В силу вписанности трапеция будет равнобочной (AB=DC) и (ADC+(ABC=180(. В силу симметрии (AB’C=(ABC, значит, (AB’D=180(–(AB’C=180(–(ABC=(ADC=(ADB’. Тогда треугольник AB’D – равнобедренный и AD=AB’=AB=DC, т.е. у трапеции 3 равных стороны.
3. Найдите все натуральные K, для которых существует натуральное число n, при котором можно так расставить скобки в выражении 
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, чтобы полученное значение было равно К. 

Ответ:  все точные квадраты К=n2, где n – любое натуральное число. 

Решение:   Пусть мы произвольным образом расставили, а затем раскрыли скобки и зачеркнули общие сомножители в числителе и в знаменателе. Тогда и числитель, и знаменатель полученной дроби будут являться полными квадратами, так как в них каждый, кроме 2, из оставшихся множителей 1, 3, 4 ..., n входит во второй степени (2 пойдёт в разные части дроби). Поэтому, если значение полученного выражения – целое число, оно должно быть полным квадратом. Причём для получения любого такого К=n2, отличного от 1 и 4, можно поставить всего одну скобку, объединив 2 последних числа числителя следующим образом: 
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. Для получения 1 скобок ставить не надо. Для получения числа 22 можно расставить скобки при n=6 ( 
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4. Можно ли доску 19(19 без центральной клетки разрезать на прямоугольники 1(4?
Ответ:  Нельзя. Доказательство: Рассмотрим горизонтальную полосатую раскраску доски 19(19 (см. рис.) в 4 цвета. Тогда количество клеток первого цвета будет 5∙19=95(3 (mod 4), второго цвета – 5∙19–1=94(2 (mod 4), третьего цвета – 5∙19=95(3 (mod 4), четвёртого цвета – 4∙19=76(0 (mod 4). Предположим, что нам удалось разрезать доску на прямоугольники 1(4. Тогда каждый горизонтальный прямоугольник занимает 0 или 4 клетки каждого [image: image39.png]


цвета, значит, все горизонтальные прямоугольники занимают кратное чётырём количество клеток каждого цвета. Каждый вертикальный прямоугольник занимает по одной клетке каждого цвета, значит, все вертикальные прямоугольники занимают равное количество клеток каждого цвета. Тогда на доске количества клеток каждого цвета должны быть сравнимы по модулю 4, но у нас среди количеств клеток есть разные остатки (0, 2 и 3) по модулю 4. Противоречие. Значит, наше предположение неверно и доску 19(19 без центральной клетки нельзя разрезать на прямоугольники 1(4.
[image: image40.png]


Комментарий: Стандартные раскраски для прямоугольника 1(4 (диагональная, квадратами 2(2 в 4 цвета, квадратами 2(2 в шахматном порядке) в этой задаче не проходят. Если проанализировать ситуацию в общем случае для нечётных размеров, не меньших 5, то нельзя разрезать на прямоугольники 1(4 доски (с вырезанной центральной клеткой) со стороной, сравнимой с 3 и 5 по модулю 8, но можно разрезать доски со стороной, сравнимой с 1 и 7 по модулю 8 (такие доски  можно разрезать методом пропеллера – см. примеры для n=7 и n=9).
5.  Докажите неравенство 
[image: image13.wmf]2
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 для положительных чисел x, y  и z, для которых выполняется условие xyz=1. 

Доказательство:  Воспользуемся неравенством Коши для каждой из дробей левой части: 
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6. На дуге ВС описанной около равностороннего треугольника АВС окружности взята точка К. На лучах КВ и КС за точками В и С отмечены соответственно точки N и M так, что BN=KC, CM=KB. Докажите, что прямая NM проходит через центр О описанной окружности. 

Доказательство:  Т.к. в силу построения NKM – равнобедренный треугольник, то на основании NM найдётся такая точка D, что BKCD  – параллелограмм. Пусть Р – точка пересечения луча BD  и отрезка АК. (ВКС=180(–(ВАС=180(–60(=120(, т.к. АВКС – вписанный четырёхугольник, тогда другой угол параллелограмма (KBD=180(–(ВКС=60(. Кроме того, (ВКР=(ВКА=(ВСА=60( как вписанные (углы, опирающиеся на одну дугу. Значит, треугольник ВКР – равносторонний. (ВАК=(ВСК (как опирающиеся на одну дугу), (ВРА=(ВКС=120(, ВР=ВК, ВА=ВС, значит, треугольники ВРА и ВКС равны, следовательно, АР=КС. Тогда АК=АР+РК=КС+ВК=KN=KM. Получаем, что ANKM – ромб, состоящий из двух правильных треугольников, а диагональ NM будет являться серединным перпендикуляром к диагонали АК, которая является хордой описанной окружности (АВС, значит, прямая NM проходит через центр этой окружности.
Комментарий: Фактически здесь приведено доказательство теоремы Помпею о том, что КВ+КС=КА, если точка К лежит на дуге ВС описанной около правильного треугольника АВС окружности.
10 класс
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1. Решите систему уравнений 
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Ответ:   x = –2, y = 1, z = –2. 

Решение:    Сложим все уравнения и выделим в левой части три полных квадрата (x+2)2+(y–1)2+(z+2)2=0, откуда получим единственную возможную тройку x=–2, y=1, z=–2, которая при подстановке в систему удовлетворяет все уравнениям системы.
Комментарий: При отсутствии проверки решение оценивалось в 5 баллов.
2. На боковых равных сторонах АВ и ВС равнобедренного треугольника АВС нашлись такие точки М и К, что АМ=АК=АС и отрезки АК и МС перпендикулярны. Найдите углы треугольника АВС. 
Ответ:  72(, 36( и 72(. 
Доказательство:  Пусть (А=(С=2(, тогда для  равнобедренного треугольника САМ луч АК будет не только перпендикулярен основанию СМ, но и будет биссектрисой (А. Тогда (АСМ=90(–(, а (МСК=(/2, как вписанный угол, опирающийся на дугу МК, равную (. Значит, получаем для (С уравнение 2(=90(–(+(/2, откуда (=36(.
3. При каких значениях параметра a вершины и две точки пересечения (которые обе есть) парабол y=x2  и y=a–x2 лежат на одной окружности? 
[image: image43.png]


Ответ:  при а=2. Решение:   Заметим, что a>0 и графики парабол будут симметричны относительно оси ординат (x=0) и прямой y=a/2, при этом точка Р пересечения этих прямых будет делить пополам каждый из двух перпендикулярных отрезков O1O2 и АВ, где  О1 и О2 – вершины парабол, А и В – точки их пересечения. Значит, каждый из этих двух отрезков будет лежать на серединном перпендикуляре к другому, т.е. будет являться [image: image44.png]


диаметром нужной нам окружности. Значит, диаметр АВ=O1O2=a. При этом длина отрезка АВ равна разности абсцисс точек А и В, т.е. модулю разности корней квадратного уравнения x2=a–x2, откуда a=2x2, 
[image: image16.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image17.wmf]2
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, откуда находим, что положительное число a=2.
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4. В клетках доски 6(6 змейкой записаны все натуральные числа от 1 до 36 так, как показано на рисунке. За один ход можно выбрать любой квадрат из четырёх клеток и прибавить ко всем числам этих клеток одно и то же целое число. Можно ли за несколько таких ходов получить расстановку чисел, получающуюся из исходной поворотом на  90( относительно центра? 
[image: image46.png]


Ответ: Нельзя. Доказательство: Раскрасим клетки доски в шахматном порядке, тогда сумма чисел на чёрных клетках всегда будет ровно на 18 больше суммы чисел на белых клетках, как это было в начале, т.к. каждым ходом  мы ровно два белых и ровно два чёрных числа изменяем на одно и то же число. Нам же надо получить расстановку, в которой уже сумма чисел на белых клетках станет на 18 больше, что невозможно в силу описанного инварианта процесса.
5. На дуге ВС описанной около равнобедренного треугольника АВС (АВ=ВС) окружности взята точка К. Докажите, что АВ+ВС>АК+КС.

Доказательство 1: Пусть С’ симметрична точке С относительно прямой ВК. Докажем, что точки А, К и С’ лежат на одной прямой. В силу симметрии и равенства вписанных углов, опирающихся на равные дуги, получим, что (ВС’К=(ВСК=(ВАК, (АВС’=(АВС+2(СВК=(АВС+2(САК. Тогда в «четырёхугольнике» АВС’К сумма трёх углов (с учётом равнобедренности (АВС) равна (ВАК+(АВС’+(ВС’К= (АВС+2((ВАК+(САК)= (АВС+2(САВ= (АВС+(ВСА+(САВ = 180(, значит, четвёртый угол этого «четырёхугольника» (АКС’=360(–180(=180(, т.е. точки А, К и С’ лежат на одной прямой. Значит, воспользовавшись неравенством треугольника в (АВС’ получим, что АВ+ВС=АВ+ВС’>АС’=АК+КС’=АК+КС, что и требовалось доказать.
[image: image47.png]


Доказательство 2: Пусть АВ=ВС=b, АК=a, КС=c. Заметим, что площадь равнобедренного треугольника АВС будет больше площади треугольника АКС, т.к. при общем основании АС у первого треугольника высота ВВ’ больше высоты KK’ второго треугольника (см. рис.). Но если посчитать эти же площади через формулу с синусом, учитывая, что (АВС=(АКС=(, как опирающиеся на одну дугу,  то получим, что b2>ac. Кроме того, по теореме косинусов для этих же треугольников получим, что АС2=2b2–2b2∙cos(=a2+c2–2ac∙cos(. Тогда с учётом неравенства b2>ac и получаем, что 2b2>a2+c2. Умножаем первое неравенство на 2 и складываем его со вторым неравенством, тогда 4b2>a2+c2+2ac=(a+c)2, откуда 2b>a+c ( АВ+ВС>АК+КС.
Комментарий: Казалось бы, второе доказательство - очень простое и красивое, но … в нём допущена очень грубая ошибка при переходе от неравенства b2>ac к неравенству 2b2>a2+c2, т.к. не учтено, что cos( мог оказаться и отрицательным числом. 

[image: image48.png]


Приведём правильные выкладки: 2b2–2b2∙cos(=a2+c2–2ac∙cos(  ( 2b2+2b2–2b2–2b2∙cos(=a2+c2+2ac–2ac–2ac∙cos(  ( 4b2–2b2(1+cos()=(a+c)2–2ac(1+cos(), откуда теперь с учётом неравенств 2b2>a2+c2 и 1+cos(>0 (т.к. cos(>–1 при 0(<(<180() получим, что 4b2>(a+c)2, откуда 2b>a+c ( АВ+ВС>АК+КС.
6. Дана доска из 2016 рядов и 2017 столбцов. Можно ли вырезать две клетки из последнего столбца так, чтобы оставшуюся  часть доски можно было замостить без наложений пятиклеточными фигурками, изображенными на рис.? 

Ответ: нельзя. См. решения задачи №6 для 11-го класса.
11 класс 
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1. Решите неравенство 
[image: image19.wmf]2
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Ответ: Все действительные числа. Решение: Заметим, что sin x находится в пределах от (–1) до 1, что входит в промежуток от (–(/3) до (/3, не включая концов, а для всех чисел из этого промежутка косинус будет больше 1/2.
2. В остроугольном треугольнике АВС угол В равен 60(, а угол между медианой АМ и высотой СН равен 120(. Докажите, что треугольник АВС – правильный. 
 Доказательство: Пусть Р – точка пересечения медианы АМ и высоты СН. Значит, (АРН<90(, тогда углом в 120( должен быть (АРС. Сумма двух противоположных углов НВМ и НРМ равна 180(, значит, четырёхугольник ВНРМ – вписанный, тогда (РМВ=180(–(РНВ=90(. Следовательно, АМ – высота и медиана, значит,  треугольник АВС равнобедренный (АВ=АС) с углом в 60(, т.е. равносторонний, что и требовалось доказать. 

Комментарий: При отсутствии обоснования, что именно (АРС=120(, решение уже оценивается максимум в 6 баллов.
3. Найдите у какого-нибудь из чисел 3687+8736, 40165+16540 или 82165+16582  какой-нибудь простой делитель, больший 11. 

Решения:   40165+16540 (  (–1)165+140 (0 (mod 41), значит, это число делится на простое число 41. 82165+16582((–1)165+(–1)82(0 (mod 83),  значит, это число делится на простое число 83. 3687+8736((–1)87+1 (mod 37), здесь мы воспользовались малой теоремой Ферма, т.к. 87 взаимно просто с 37; значит, это число делится на простое число 37. 
Комментарий 1: Кстати, для чисел 16540 и 16582 также можно было сослаться на малую теорему Ферма, но удивительным образом число 165 оказалось хорошо связано и с 41, и с 83. Кроме того, у всех нижегородских математических лицеев с чётными номерами (36, 40, 82, 180) оказалось, что их номера ровно на 1 меньше простого числа, что и позволило составить числа с одинаковой идеей доказательства:(.
Комментарий 2: Если же не знать теорию сравнений, то для чисел 40165+16540 и 82165+16582  можно воспользоваться биномом Ньютона. Рассмотрим такое решение на примере числа 40165+16536. Это число можно представить как (41–1)165+(164+1)40 = 41А+(–1)165+164В+140 = 41(А+4В), где А и В – некоторые целые числа, что следует из бинома Ньютона. 

[image: image50.png]


Комментарий 3: Нам кажется, что нижегородские лицеи 36, 40, 82, 87, 165 успехами своих учащихся на математических олимпиадах самого высокого уровня заслуживают того, чтобы им всем сразу была посвящена задача Нижегородской открытой городской математической олимпиады. Надеемся также, что учащиеся этих учебных заведений смогли решить задачу для числа с номером своей школы:(.
4. Найдите в декартовой системе координат уравнения всех прямых y=ax+b, которые пересекают  график параболы y=x2 в таких различных точках А и В, отличных от начала координат О, что (АОВ=90(. 

Ответ: Все прямые вида y=ax+1. Решение 1: Заметим, что середина С гипотенузы АВ прямоугольного треугольника АВО будет равноудалена от всех трёх точек А (х1; y1), В (x2; y2)  и О(0;0), при этом x1 и x2  – корни уравнения  x2=ax+b, y1=x12 и y2=x22. Значит, справедливо равенство АВ=2∙ОС, т.е. 
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 (1). Воспользуемся теоремой Виета для уравнения x2 –ax–b=0. Получим, что x1+x2=a, x1∙x2= –b. При этом 
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. Преобразуем уравнение (1): 
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[image: image24.wmf]Возведём в квадрат, преобразуем левую часть и воспользуемся теоремой Виета: 
[image: image25.wmf]2

2

2

2

1

2

2

1

2

1

2

)

2

(

)

)

(

1

)(

4

)

((

b

a

a

x

x

x

x

x

x

+

+

=

+

+

-

+

 (  
[image: image26.wmf]2

2

2

2

2

)

2

(

)

1

)(

4

(

b

a

a

a

b

a

+

+

=

+

+

 ( 
[image: image27.wmf]2
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, откуда либо b=0 , либо b=1. Случай b=0 даёт прямую, пересекающую параболу в начале координат, что не удовлетворяет условию задачи. При b=1  мы получаем, что a может принимать любое действительно значение. 
Решение 2 (короткое красивое олимпиадное решение): Рассмотрим вектора 
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. Они перпендикулярны, значит, их скалярное произведение равно 0, т.е. 0=x1∙x2+y1∙y2= x1∙x2+(x1∙x2)2= –b+b2, что следует из теоремы Виета (см. решение 1). Тогда b=0 или b=1, но подходит только b=1 (см. решение 1).) 

5. На дуге ВС описанной около равнобедренного треугольника АВС (АВ=ВС) окружности взята точка К. На лучах АВ и АК за точками В и К отмечены соответственно точки А1 и С1 так, что ВА1=ВА, КС1=КС. Докажите, что треугольник АА1С1 – прямоугольный. 
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Доказательство: Пусть С’  симметрична точке С относительно прямой ВК. Докажем, что точки А, К и С’ лежат на одной прямой. В силу симметрии и равенства вписанных углов, опирающихся на равные дуги, получим, что (ВС’К=(ВСК=(ВАК, (АВС’=(АВС+2(СВК=(АВС+2(САК. Тогда в «четырёхугольнике» АВС’К сумма трёх углов (с учётом равнобедренности (АВС) равна (ВАК+(АВС’+(ВС’К=(АВС+2((ВАК+(САК)= (АВС+2(САВ=(АВС+(ВСА+(САВ=180(, значит, четвёртый угол этого «четырёхугольника» (АКС’=360(–180(=180(, т.е. точки А, К и С’ лежат на одной прямой. Т.о., точка С’ лежит на продолжении луча АК за точку К и КС’=КС=КС1, значит, точки С’ и С1 совпадают. Тогда в треугольнике АА1С1 середина стороны АА1 – точка В – является центром описанной окружности, т.к. ВА1=ВА=ВС=ВС’=ВС1, значит, (АС1А1=90( как вписанный угол, опирающийся на диаметр АА1, т.е. треугольник АА1С1 – прямоугольный.
6. Дана доска из 2016 рядов и 2017 столбцов. Можно ли вырезать две клетки из последнего столбца так, чтобы оставшуюся  часть доски можно было замостить без наложений пятиклеточными фигурками, изображенными на рис.? 

Ответ: нельзя. Решение 1: Раскрасим вертикальной полосатой раскраской в 5 цветов (с номерами от 1 до 5), указав в каждой клетке номер цвета (будем его называть весом клетки). Тогда сумма весов всех клеток одного ряда равна (1+2+3+4+5)∙2015/5+1+2=6048, всей доски – 6048∙2016=12192768, после вырезания двух клеток последнего столбца (с весом 2) – 12192768–2∙2=12192764, т.е. не делится на 5. При этом каждый пятиклеточник закрывает клетки с суммарным весом, кратным 5: горизонтальный прямоугольник (1+2+3+4+5=15), вертикальный прямоугольник (5n, где n – номер цвета, накрываемого этим прямоугольником), крест (3k+(k–1)+(k+1)=5k, при k({2, 3, 4};  3∙1+5+2=10 при k=1; 3∙5+4+1=20 при k=5, где k – вес центральной клетки креста). Значит, все пятиклеточники займут клетки с суммарным весом, кратным 5, что не может равняться суммарному весу всей доски без двух клеток 12192764, т.е. замостить оставшуюся после вырезания двух клеток доску прямоугольниками 1(5 и крестами из 5 клеток нельзя.
Решение 2: Раскрасим доску такой пятицветной раскраской, что и в любом прямоугольнике 1(5, и в любом кресте из 5 клеток будет по одной клетке каждого цвета (см. рис. – при этом рассмотрим оба вида данной раскраски – горизонтальный и вертикальный порядок  1, 2, 3, 4, 5). Заметим, что на всей доске при первой раскраске цветов 1 и 2 будет больше на 1 клетку по сравнению с другими тремя цветами, а при второй раскраске цветов 1 и 4 будет больше на 1 клетку. Убедиться в этом можно, выделив в левом верхнем углу горизонтальную доминошку 1(2,  разрезав оставшуюся доску на прямоугольники 1(5, – верхний ряд из оставшихся 2015 клеток горизонтально, остальную зону 2015(2017 вертикально. Но заметим, что тогда для сохранения равенства клеток всех цветов (чтобы возможно было разрезание) в самом правом столбце при первой раскраске должны быть вырезаны по одной клетке цветов 1 и 2, а при второй раскраске – цветов 1 и 4. Но в первой раскраске такие клетки имеют номера (если считать нумерацию сверху вниз), сравнимые с 1 и 4 по модулю 5, а во второй раскраске  – сравнимые с 1 и 3 по модулю 5. Таким образом, эти раскраски показывают, что должны быть вырезаны разные клетки, что приводит к противоречию. Значит, вырезать нужным образом 2 клетки из последнего столбца невозможно.
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