СТАРТ-ЛИГА

Полуфинал. 23 сентября 2012 г.
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1. Внутри параллелограмма ABCD взята точка Е такая, что ED=CD. Точки К и М – середины отрезков BE  и AD соответственно. Докажите, что прямая KM параллельна биссектрисе угла CDE.
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Доказательство 1: Пусть биссектриса угла CDE пересекает отрезок СЕ в точке Р, тогда в силу равнобедренности (CDE точка Р будет серединой стороны СЕ. Значит, в треугольнике ВСЕ отрезок КР будет средней линией, следовательно, он параллелен и равен половине ВС, который в свою очередь равен и параллелен AD. Тогда отрезки КР и MD равны и параллельны, т.е. MKPD – параллелограмм, значит, KM||DP, что и требовалось доказать. 
Доказательство 2: Рассмотрим ромб DENC, тогда EN||CD||AB и EN=CD=AB, кроме того ВК=КЕ, значит, треугольники ABK  и NEK равны и симметричны относительно К. Тогда К – середина AN, КМ – средняя линия треугольника AND, а КМ||DN, но DN  - диагональ ромба DENC, значит, и биссектриса угла CDE, что и требовалось доказать.

2. На плоскости отмечены пять вершин выпуклого пятиугольника. Рассматриваются все треугольники с вершинами в этих точках. Какое  наибольшее количество остроугольных может быть среди них?
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Ответ:  7 треугольников.  Решение: Заметим, что всего существуют 
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треугольников с вершинами в 5 точках-вершинах пятиугольника. Т.к. сумма углов пятиугольника равна 540(, то по принципу Дирихле хотя бы один из углов будет не менее 540(:5=108(, т.е. тупой. Сумма остальных четырёх углов будет больше 540(–180(=360(, значит, опять по принципу Дирихле хотя бы один из оставшихся углов будет более 360(:4=90(, т.е. тупой. Т.о., уже хотя бы два треугольника, получаемых отрезанием каждого из этих тупых углов диагональю между соседними с ним вершинами, будут тупоугольными. Если вершины этих тупых углов не соседние, то проведём диагональ между  ними, которая разобьёт пятиугольник на треугольник и четырёхугольник, у которого по принципу Дирихле хотя бы один из углов будет неострым, а тогда диагональ четырёхугольника, соединяющая соседние с этим углом вершины отрежет нам ещё один неостроугольный треугольник. Если же вершины тупых углов соседние, то проведём диагональ из одной из них, отрезав треугольник с другой. В получившемся четырёхугольнике аналогичным образом найдётся ещё хотя бы один неостроугольный треугольник. Т.о., мы доказали, что у нас есть хотя бы 3 неостроугольных треугольника, значит, может быть максимум 7 остроугольных треугольников. 

Приведём теперь пример выпуклого пятиугольника, в котором ровно 7 остроугольных треугольников с вершинами в этих 5 точках. Возьмём пятиугольник ABCDE, в котором ABDE – прямоугольник с (ADB=30(, BCD – равнобедренный треугольник с (DBC=(BDC=50(, (BCD=80(. Тогда подсчёт и оценка углов показывают, что сейчас мы имеем 2 тупоугольных треугольника (АВС, CDE), 4 прямоугольных (ABD, BDE, DEA, EAB) и 4 остроугольных (АСЕ, BCD, ACD, BCE). Теперь отметим точку В’ за точку В на луче АВ так, что (B’CB<1( и  B’DB<1(, тогда, рассматривая вместо В точку В’, получим, что прямоугольный (ABD превратится в остроугольный (AB’D, а прямоугольный (BDE превратится в тупоугольный (B’DE, остальные же треугольники свою характеристику не поменяют. Теперь чуть сдвинем точку Е в точку Е’ за пределы описанной окружности исходного прямоугольника так, чтобы E’ оказалась между прямыми АЕ и BD, а (ЕАЕ’<1( и (EDE’<1(. Тогда принципиально изменят свою характеристику только прямоугольные треугольники B’AE  и AED, превратившись соответственно в остроугольные треугольники B’AE’  и  AE’D. Т.о., в пятиугольнике AB’CDE’ будут семь остроугольных треугольников с вершинами в этих пяти точках. 
3. Каждую букву алфавита закодировали последовательностью нулей и единиц. Затем в слове ФИЗОХИМОГЕОБИОМАТЕМАТИКУЛЬТУРА буквы заменили их кодами. Может ли полученная последовательность содержать менее 120 символов при условии, что исходное слово однозначно восстанавливается при наличии таблицы кодов? 
Решение:  Воспользуемся алгоритмом Хаффмана создания неравномерных кодов. Классический алгоритм Хаффмана на входе получает таблицу частот встречаемости символов в сообщении. Далее на основании этой таблицы строится дерево кодирования Хаффмана (Н-дерево).  
1. Символы входного алфавита образуют список свободных узлов. Каждый лист имеет вес, который может быть равен либо вероятности, либо количеству вхождений символа в сжимаемое сообщение. 

2. Выбираются два свободных узла дерева с наименьшими весами. 

3. Создается их родитель с весом, равным их суммарному весу. 

4. Родитель добавляется в список свободных узлов, а два его потомка удаляются из этого списка. 

5. Одной дуге, выходящей из родителя, ставится в соответствие бит 1, другой – бит 0. 

6. Шаги, начиная со второго, повторяются до тех пор, пока в списке свободных узлов не останется только один свободный узел. Он и будет считаться корнем дерева.

Тогда на входе мы имеем следующую таблицу частот встречаемости символов в сообщении:

	И
	О
	М
	А
	Т
	Е
	У
	Ф
	З
	Х
	Г
	Б
	К
	Л
	Ь
	Р

	4
	4
	3
	3
	3
	2
	2
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1


Строим дерево кодирования Хаффмана: 
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Тогда буквы будут иметь следующие коды, которые формируются от корня дерева:

	И
	О
	М
	А
	Т
	Е
	У
	Ф
	З
	Х
	Г
	Б
	К
	Л
	Ь
	Р

	111
	110
	011
	010
	001
	0001
	0000
	10111
	10110
	10101
	10100
	10011
	10010
	1100011
	100010
	10000


 Т.к. при таком кодировании никакой код не является началом (префиксом) другого кода, то сообщение будет однозначно раскодировано. В нашем случае, оно будет начинаться следующим образом: 101111111011011010101111011110… При этом код нашего сообщения будет иметь длину, равную 4∙3+4∙3+3∙3+3∙3+3∙3+2∙4+2∙4+5+5+5+5+5+5+6+6+5=114, что меньше 120 символов.
4. Для любых двух незнакомых людей в компании существует ровно двое общих знакомых. Дима и Вова знакомы друг с другом, но не имеют общих знакомых. Докажите, что Дима и Вова имеют одинаковое число знакомых из этой компании.
Доказательство: Рассмотрим множество D всех знакомых с Димой и множество V всех знакомых с Вовой, тогда эти два множества не пересекаются, т.к. Дима и Вова не имеют общих знакомых. Докажем, что эти два множества равномощны. Рассмотрим любого человека X(D, он не знаком с Вовой, значит, существуют ровно двое общих их знакомых – Дима и ещё ровно один из множества V  – Y. Рассмотрим этого человека Y, он не знаком с Димой, значит, существуют ровно двое общих их знакомых – Вова и ещё ровно один из множества D, а это X. Т.е. для любого человека из множества D существует  ровно 1 знакомый с ним из множества V. Рассуждая аналогично для любого человека из множества V, докажем, что существует ровно один знакомый с ним человек из множества D. Значит, нами доказано наличие взаимно-однозначного соответствия (биекции) между этими двумя конечными множествами, значит, они равномощны и в  них равное количество элементов, т.е. у Димы и Вовы одинаковое  число знакомых в этой компании.
5. В однокруговом футбольном турнире (каждая команда с каждой сыграла ровно по одному матчу) команды, занявшие три призовых места, набрали ровно половину всех очков. Сколько команд могло участвовать в турнире? За победу в футболе даётся 3 очка,    за ничью – 1, за поражение – 0. 
Комментарий: Ниже представлено решение для случая, когда худший призёр и лучший непризёр имеют разное количество баллов. В ситуации, когда 3-я и 4-я команды турнира могут иметь равное количество баллов, возможен ещё случай 6 команд, когда, например, все 6 команд сыграли все свои матчи вничью. При этом и при построении примеров в этой ситуации не нужно выполнение условия (*).
Ответ:  7(n(13, где n  – количество команд.  Решение: Команд, очевидно, не меньше 7, т.к. при n(6 сумма очков первых трёх команд больше суммы очков следующих трёх команд. Кроме того, команды-призёры набрали не более 3∙3+3∙3∙(n–3)=9n–18 – максимум по 3 очка (за победу) за 3 игры между собой  и  за 3(n–3) матча с другими соперниками. А остальные команды набрали не менее 
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– минимум по 2 очка (за ничью) за матчи между собой. Тогда в силу равенства (по половине всех очков суммарно у команд-призёров и команд-непризёров) получим, что (n–3)(n–4)(9n–18, откуда n2–16n+30(0. Данное квадратное неравенство можно решить и через дискриминант, и графически, а можно и через выделение полного квадрата:       (n–8)2(34<36, откуда |n–8|<6, значит, n<14. 
Покажем теперь, что для любого количества команд от 7 до 13 турнир с подобным равенством очков мог быть. Рассмотрим для каждого n в этих пределах базовый ничейный турнир, в котором у всех команд поровну очков, но у команд-призёров в этом базовом турнире на Rn=(n–1)(n–6) очков меньше (здесь (n–1) – количество очков у каждой команды за все ничьи, n–6=(n–3)–3 – разность количеств команд-непризёров и команд-призёров). А теперь начнём по одному превращать матчи между командами-призёрами и командами-непризёрами из ничьих в победы призёров (с уточнением дополнительных условий в конце – см. (*)). Каждая такая операция увеличит сумму очков призёров на 2 и уменьшит сумму очков непризёров на 1, т.е. сократит разность между этими суммами на 3. В конце таких операций сумма баллов призёров   (3∙2+3∙3∙(n–3)=9n–21 – по 2 очка за 3 ничьи между собой и по 3 очка за победы над непризёрами) станет больше суммы баллов непризёров (
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– по 2 очка за ничьи в матчах между собой), что легко проверить при натуральном n<14: (n–3)(n–4)(9n–21(                n2–16n+33(0 ( (n–8)2(25(31 ( |n–8|(5 ( n(13. Т.к. при проведении таких операций разность между суммами баллов призёров и непризёров сокращается на 3 и из целой отрицательной (–Rn) превратится в целую положительную, то в силу непрерывной дискретности в некоторый момент она будет либо равна 0, либо (–1), либо (–2) в зависимости от остатка числа Rn=(n–1)(n–6) при делении на 3. Последние два случая подправляем до разности 0, заменив одну или две ничьи первой из команд над одним или двумя другими призёрами. Заметим теперь, что у этих одного-двух призёров мы уменьшили сумму очков на 1, но до этого у каждого из них увеличили очки хотя бы на 2 (см. (*)), а у команд-непризёров очки в нашем процессе не увеличивались. Таким образом, мы добились в нашем процессе разности 0, как следствие, выполнения условия равенства сумм очков призёров и непризёров.

А теперь опишем дополнительное условие (*), при котором выполняли наш процесс. Первые три превращения ничьих в победы мы проводим с тремя призёрами по очереди, чтобы сразу отделить их по очкам от других команд в большую сторону. Это возможно при n(8, т.к. тогда Rn=(n–1)(n–6)(7∙2=14 и после трёх таких первых операций у призеров в сумме ещё как минимум на 14–3∙3=5 очков меньше, значит, операции можно будет продолжать. Для случая же n=7 процесс организуем по-другому: сначала их три ничьи превратим в победы по циклу друг над другом (увеличение суммы очков призёров на 3 и отделение призёров от непризёров увеличением каждому из них результата на 1 очко), а затем одной из команд-призёров дадим победу над одним непризёром (ликвидация разности сумм ещё на 3), т.е. R7=6 нами будет ликвидирована.
6. Могло ли сохраниться множество простых делителей натурального числа n>10 после того, как в его десятичной записи поменяли местами две различные ненулевые цифры?  
Ответ:  могло, например, у числа 180. Комментарий: для построения примера достаточно следить за простыми делителями, начиная с 7. Действительно, характер делимости на 3 не изменится (согласно признаку делимости), а делимость на 2 и на 5 можно получить «искусственно»: дописать справа по нулю. Далее ясно: например, 18 и 81 различаются лишь в делимости на 2. Используя трюк с 0, получаем, что 180 и 810 удовлетворяют условию задачи.              

7. Решите в целых числах уравнение x3+2y3–4x–5y+z2=2012.
Ответ:  уравнение не имеет решений в целых числах.  Доказательство: Заметим, что x3+2y3–4x–5y=x3–x+2(y3–y)–3x–3y=(x–1)x(x+1)+2(y–1)y(y+1)–3x–3y делится на 3 в силу делимости на 3 произведения трёх подряд идущих целых чисел и каждого из 4-х слагаемых этой суммы. Значит, левая часть уравнения имеет при делении на 3 такой же остаток, как и число  z2, т.е. либо 0, либо 1, но правая часть – число 2012 – при делении на 3 имеет остаток 2, следовательно, равенство невозможно. 
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8. Сколькими способами из шахматной доски можно вырезать две доминошки так, чтобы оставшуюся доску нельзя было разрезать на доминошки? 
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Ответ:  12 случаев, около каждого угла по 3 случая образования зоны из одной клетки – см. рис.1.  Решение: Разобьём доску на 16 квадратов 2(2. Возможны несколько случаев задевания двумя вырезанными (основными)  доминошками квадратов разбиения. 1) Если каждая основная доминошка лежит в одном своём квадрате или задевает два своих квадрата, то оставшаяся пара клеток в каждом таком квадрате образует доминошку или оставшиеся 6 клеток прямоугольника 2(4 можно разбить на доминошки; остальная зона из квадратов 2(2 разбивается на доминошки, т.к. каждый квадрат 2(2 режется на 2 доминошки. 2) Если доминошки задевают один и тот же квадрат, то существует несколько способов такого задевания (см. рис.2). Все эти случаи с точностью до поворота и симметрии можно разобрать с учётом наличия рядом края (возникнут ситуации, показанные на рис.1.) или нет (тогда образуется либо сразу квадрат 2(2, либо прямоугольники 2(4, 2(6, 4(4 или 4(6 без 4-х клеток, которые можно разбить на доминошки – показано одинаковыми цифрами, как и оставшуюся зону из квадратов 2(2).
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